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Résumé

On présente le calcul tensoriel, sans utiliser la notion d’espace dual. Soit E
un espace vectoriel sur le corps des réels de dimension finie n, muni d’un produit
scalaire.

Un tenseur d’ordre p est simplement une application multilinéaire de E” dans
les réels.

Nous montrons tout d’abord comment le produit scalaire nous permet d’asso-
cier a une base ¢;<;<, de E, dite covariante, une base ¢O0<i<n_dite contrava-
riante. Puis nous définissons des opérations sur les tenseurs, qui dotent I’ensemble
des tenseurs de méme ordre d’une structure d’espace vectoriel. Nous présentons
les bases de cet espace et les coordonnées d’un tenseur sur une de ces bases.

1 Espace vectoriel euclidien

On suppose connu ce qu’est un espace vectoriel. Pour des rappels de diverses défi-
nitions, on se reportera aux sources suivantes : Wikipedia ainsi que [9]] et [[12] pour des
rappels clairs d’algebre linéaire, 3] pour une introduction au calcul tensoriel proche de
mon texte. Dans la suite, on ne considere que des espaces vectoriels de dimension finie
sur le corps des réels.

1.1 Bases, coordonnées

Soient i, j deux indices de domaine I’intervalle 0,7 — 1. Quand ce domaine est
n—1
connu, on peut abréger ) en}.
i=0

On peut aussi abréger n):l nz,l en ) . On abrégera de méme les sommes portant sur
i=0 j=0 i

plus de deux indices. Mais, cjontrairement aux usages des physiciens, je n’utiliserai
pas la convention d’Einstein, qui permet d’éviter le signe somme sur un produit de
variables comportant le méme indice, une fois en indice inférieur et une fois en indice
supérieur

Soit E un espace vectoriel sur le corps des réels, de dimension n. Puisque ce do-
cument est destiné essentiellement aux physiciens, nous considérerons uniquement des
espaces vectoriels de dimension finie sur le corps des réels et dans la suite nous omet-
trons de rappeler que le corps utilisé est celui des réels.

Soit €;o<i<,) une base de E. Par convention, cette base, dont les €lements sont
indicés inférieurement, est une base covariante de E. Soit x € E. D’apres les propriétés

des bases, il existe une et une seule suite x' de coordonnées de x telle que x = ) x'e;.
i

La valeur x' est la coordonnée contravariante d’indice supérieur i sur la base cova-
riante des e;.

1. Pour le lecteur habitué a la convention d’Enstein, nous avons adopté une disposition des indices per-
mettant la lecture de ce document en ignorant les symboles sommes et en utilisant cette convention sur les
expressions ol il aura enlevé les sommes



Définition 1 (Symbole de Kronecker) Les quatre symboles 8;;,8;/,8 8 j sont les sym-
boles de Kronecker. Ils valent 1 sii= jet0sii+ j.

Dans [Wikipedia : les symboles de Kronecker, on note que 8;/ et &'; sont réunis en un
seul symbole &!.

Mais, pour nous familiariser avec les notations des coordonnées des tenseurs adop-
tées plus tard, nous préférons notre notation ou il n’y a pas d’indices superposés. At-
tention dans ce texte, le mot indice désigne un indice inférieur ou supérieur. Pour des
raisons, qui seront vues ultérieurement, un indice inférieur est aussi appelé un indice
covariant et un indice supérieur est aussi appelé un indice contravariant.

Propriété 2 (relation entre deux bases) Soient e;o<;<p) et e;w <i<n) deux bases de E.

Puisque tout élement de E est une combinaison linéaire des éléments d’une base de E,
il existe n* éléments du corps K, A/ tels que =Y A’ej et n? éléments du corps K,

J
i’ tels que e; = Z,u,-/e’j. 1l en résulte que Z,uﬂ?ujk = Z?u,-/,ujk =5,
J J J
Preuve : De deux équations ¢} = Y A;/e; et e; = Z,uije’j, on déduit que e; = ¥ /A jFey.
J J J:k

De I'unicité de la décomposition dans les bases, il résulte que ¥ p/A % = §;%.
J

En échangeant le role de ¢; et de €}, on a aussi ):%.ij,ujk =3~ O
J

Convention 3 (représentation des suites par des matrices) Une suite a au plus deux
indices peut étre représentée par une matrice. Convenons de la représentation suivante.
La suite a deux indices t;; (respectivement 1, ti.,-, tij), on0<i<n 0<j<n, estre-
présentée par une matrice T de type nxn dont I’élément de ligne i et de de colonne
J, noté Ti, j] est égal a t;; (respectivement i, 1 js t'7). Notons que contrairement aux
conventions usuelles, la premiére ligne et la premiere colonne de la matrice sont d’in-
dice 0.

La matrice T associée a une suite peut aussi étre notée en mettant cette suite entre
crochets. Par exemple [t;;] est la matrice associée a la suite t;;.

La suite & un indice u; (respectivement u') oit 0 < i < n est representée par une
matrice colonne U de type n* 1 ou U[i] = u; (respectivement U[i] = u'). Comme ci-
dessus, la suite entre crochets désigne la matrice associée a la suite.

Nous traduisons en terme de matrices la propriété 2}

Propriété 4 (relation matricielle entre deux bases) Soient e;<;y) et €] deux

i(0<i<n)

bases de E. Soit M7 les n? réels tels que eg = Zkifej et u’ les n? réels tels que e; =
J

):,uife'j. Soit L la matrice associée a la suite A;) et M la matrice a la suite u;’. Soit I la

j

matrice identité (associée a la suite 8;7).
Ona:ML=LM = I. Autrement dit les matrices L et M sont les inverses [’'une de
autre.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Symbole_de_Kronecker

Nous allons montrer comme changent les coordonnées quand on change de base.

Propriété 5 (des changements de bases aux changements des coordonnées contravariantes)

Soit ej(o<i<n) €t e;( deux bases de E telles que pour tout i, e} = Zkl-/ej.

0<i<n)
J

Soit x € E tel que x = inei = )—_‘_x”'eﬁ. Pour tout i, X' = Z?ujix’/.
i i j

Preuve : Par définition des ¢}, on ax = Y x"e, = Y x'"A;/e;.
i iJ

En permutant i et j dans la derniére somme, on ax = Y x'e; = ¥ (LA;'x")e;.
i i

Par unicité de la décomposition sur une base, il en résulte que x' = ¥ A;'x"/.
J
O

Propriété 6 (expression matricielle de[S) Soit B la matrice (colonne) associée a la

suite ej(o<i<n) €t B' la matrice (colonne) associée a la suite e;(o <i<n)’ La condition

e} =Y Mi/e; se traduit par B' = LB ol L est la matrice associée a la suite A;.
J

Soit X la matrice (colonne) associée & la suite des x' et X' celle associée a la
suite des x". D’aprés la propriété ci-dessus, x* =Y. A;'x'. Soit u;/ la suite telle que
J
Aj' = pi!. Nous avons x' = ¥ u;/x'/. La matrice associée a la suite p;/ est la matrice LT
J
la transposée de L. Puisque x' = Y. u;/x'/, nous avons X = LTX'.
J

Dans Wikipedia matrice de passage, B dénote aussi la base des e; et B’ celle des
e}. Avec cette notation, on remarque que LT est la matrice de passage de la base B a la

base B'. Cette matrice est notée dans Wikipedia PB,,

Propriété 7 (des changements de coordonnées contravariantes aux changements de bases)

Soit e;o<i<n) €t e;( deux bases de E. Supposons que pour tout x € E tel que

0<i<n)
— i, — /i, C i I j
x=Yx'e;=Yx"e; onapourtouti, x* =Y A;j'x". Alors on a pour tout i, e; =} i’ e;
1 1 J J

Preuve : Supposons que le changement de bases soit défini pour tout i, par ¢} = ):V,-j ej.

J
Et montrons que pour tous i et j, v;/ = A;/.

Soit x € E tel que x = Y.x'e; = Y. x"el.

l l
D’apres la propriété pour tout i, x' = Y v;/x'/. Par hypothese x' = ¥ A;x’/. Donc pour
J J

V~ix/j: x_ix/j
J J

Soit x = e’j. Dans ce cas x’/ = 1 et pour tout k # j, x’* = 0. De 1’égalité ci-dessus, il

tout {

résulte que pour tous 7, j, vi/ = A;/. ]


https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_de_passage

1.2 Produit scalaire, base contravariante

Dans ce paragraphe, nous définissons, de deux facons équivalentes, ce qu’est un
produit scalaire.

Définition 8 (Produit scalaire, espace vectoriel euclidien) Soir E un espace vecto-
riel. Soit g : E> — R.
1. L’application g est symétrique lorsqu’elle vérifie
pour tous x,y € E,g(x,y) = g(y,x).
2. L’application g est non dégénérée, si pour tout u € E elle vérifie
si pour tout v € E,g(u,v) =0 alors u =0
3. L’application g est un produit scalaire si g est linéaire (en ses deux arguments),
si g est symétrique, et si g est non dégénérée.
Le couple (E,g) est un espace vectoriel euclidien si ’application g est un produit
scalaire.

Propriété 9 Soit (E,g) un espace vectoriel euclidien. Soient x,y € E. Supposons que
x=Yxeety=Yye.Ona:g(xy)=Yxygle,e)).
i ! L]

La preuve est une conséquence de la linéarité du produit scalaire. Abbrégeons
g(ei,e;) par g;;. D apres la propriété ci-dessus, le produit scalaire g(x,y) est déterminé
par la suite des g;; (ou par la matrice qui représente cette suite).

Définition 10 (Application inversible) Soit E un espace vectoriel de dimension n.
Soit ej(g<i<n) une base de E. L’application g : E? — R est inversible relativement 2
cette base, si et seulement si la matrice, représentant g dans cette base, est inversible.
Soit G la matrice représentant g. Notons par g'/ I’élément de ligne i et de colonne j de
la matrice inverse de G.

Théoréme 11 Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit g - E> — R une ap-
plication linéaire et inversible relativement a une base de E. Alors g est inversible
relativement a toute base de E.

Preuve :
. /
Soient e;o<;<y) et €i(
relation suivante

o<i<n) deux bases de E. Ces deux bases sont reliées par la
<i<n)

el = Zwej (1)
J

Soit G la matrice représentant g dans la base des ¢;. Cette matrice est supposée
inversible.

Soit g;; = g(e},¢;) et soit G’ la matrice d’élément de ligne i et colonne j, g;;, qui
représente 1’application g dans la base des e}. Montrons que G’ est aussi inversible.

Puisque g est linéaire, d’apres[I] on a

gl =38l e)) =Y Mg (e e) = Y A gu )
il ]



Soit L la matrice représentant la suite des A;/ et LT la matrice transposée de L. Soit
wi/ la suite représentée par LT. Par définition de la transposée, on a A;/ = y;/. Donc

d’apres2] on a _
gﬁ i Zkikgkzllzj
Kl

D’apres I’expression du produit de matrices, nous avons G’ = LGL” .
Soit H' = (LT)~"'G~'L~!. On a H'G’ = I. Autrement dit G’ est aussi inversible.
Par suite I’application g est inversible relativement a toute base de E.

O

Définition 12 (Produit scalaire inversible) Soit E un espace vectoriel. L’application
g : E* — R est un produit scalaire, si elle est linéaire, symétrique et inversible relati-
vement a une base de l’espace vectoriel.

Théoréme 13 Soit E un espace vectoriel. Les deux définitions|8] et[12|du produit sca-
laire sont équivalentes.

Preuve :
1. Soit g : E?> — R un produit scalaire au sens autrement dit g est une application
linéaire, symétrique, non dégénérée. Soit ¢;(o<;,) une base de £. Montrons que
g est inversible relativement a cette base.
Considérons le systéme d’équations a n équations et n variables u' suivant dont
la j-éme équation est

Zg(ei,ej)ui:O 3)

On sait, d’apres I’article matrice inversible de Wikipedia, que g est inversible si
et seulement si I’unique solution de ce systeme est celle dont toutes les variables
sont nulles. Montrons donc que I'unique solution de ce systeme est celle dont
tous les u' sont nuls.

Soit u = Y u'e;. Puisque g est linéaire, on a g(u,e;) = Y g(e;,e;)u’ et d’apres les
i i

]
équations 3] il en résulte que pour tout j nous avons
g(u,ej) =0 “

Soit v € E. Il existe des V' tels que v = ¥ ve;. Puisque g est linéaire et d’aprésﬁ
i
onag(u,v)=Yg(u, e;)v' = 0. Puisque pour tout v, g(u,v) = 0 et que g est non

1
dégénérée, il en resulte que u = 0, autrement dit 'unique solution du systéme
d’équations 3| est la solution dont toutes les variables u' sont nulles, donc g est
inversible relativement a la base des e;.

2. Réciproquement, supposons que g est inversible relativement a la base des e;
et montrons que 1’application g est non dégénérée. Soit u € E. Supposons que
pour tout v € E, g(u,v) = 0 et montrons que u = 0.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_inversible

De I’hypothése ci-dessus, il résulte que pour tout j, g(u,e/) = 0. 1l existe des
u' tels que u = u'e;. Par suite pour tout j, Y g(e;,e;)u’ = 0. Puisque g est in-
i

versible relativement 2 la base des ¢;, le systeme de variables u’ et d’équations
Y g(ei,e;)u’ =0 a comme unique solution celle dont les variables sont nulles.
i

Donc u = 0.
O

Définition 14 Dans la suite de ce paragraphe, E est un espace vectoriel de dimension
net g: E*> — R est un produit scalaire, €j(0<i<n) €St une base de E, gi; est I'élément

de ligne i et de colonne j de la matrice G représentant g dans la base des e; et g' est
I’élément de ligne i et de colonne j de la matrice inverse de G. Par definition des g;; et

des g/, ona Y gug" =8/ =Y g*e1j=9';
3 k
Propriété 15 (Base contravariante) Soit ¢! =Y g'e;. Les ¢ forment une base de E,
J

qui est la base contravariante associée a la base covariante des e;.

Preuve : Puisque le nombre des é' est n, la dimension de E, il suffit de montrer que
c’est un ensemble libre d’éléments de E. Supposons qu’il y a des coefficients A; tels
que Y A;¢' = 0. Nous montrons que ces coefficients sont nuls.

Rlemplagons e’ par sa déﬁnition nous avons Y A;(¥ gle;) =0.

Par distributivité du produit sur la somme, il en rlésultje que Y.(X Lig)e; = 0.

Puisque les e; sont une base de E, il en résulte que, pour toui j,l ):,?»,-g"/ =0.

Donc pour tout k, ¥,(¥ Aig")gjx = 0 et par distributivité ¥ A;(¥ glif gjx) =0

D’apres la déﬁnitio]ndes gij et des g/, nous avons Zgi;g i ]: 84, donc pour tout
k, LA =0, :

1
D’apres le sens du symbole de Kronecker différent de O seulement quand i = k;, il
en résulte que tous les coefficients A; sont nuls.
O

Propriété 16 Soit ¢', 011 0 < i < n, la base contravariante associée a la base covariante
des e;. Nous avons

gleie!) =8/ ®)
Preuve : Remplagons e/ par sa définition On a g(e;,ef) = g(e;, Y g'*e;). Par li-
néarité de g, il en résulte que g(e;,e’) = Y. g/*g(e;, ex). Par symétrie ]Zle g et par dé-
finition des g, on a g(e;,e/) = )k:g,-kgkj . ]k)’aprés la définition , il en résulte que

g(eiaej) :611 |



Propriété 17 Soit ', oi 0 < i< n, la base contravariante des e;. Nous avons

g(e'e) =g" 6)
Preuve : Remplagons ¢’ et e/ par leur déﬁnition Onag(e,el) = g(Z gikek,z g*er).
Par linéarité de g en chacun de ses arguments, il en résulte que g(e',e/) = Z g’kg/l (ex,er).
Par symétrie de g et définition de gy, on a g(e',e/) = kzz g*gllgy = Zg’k (Zg’lglk)
D’apres la définition |14, on a g(ef,e/) = ¥ g'*&/;. Par définition du symbole de Krone-
cker, non nul seulement si k = j, il en rés]illte que g(e',el) = g/, ]

Propriété 18 Soit e, 0110 <i<n, labase contravariante associée a la base covariante
des e;. Nous avons
e = Zgije]
J

Preuve : Dans I’expression Y g; e/, remplagons e/ par sa définition.
J

Zglje —):gu(ng ek)

Par dlstrlbut1v1te et commutativité, nous avons
%:gljej = %(;gug} )ek

D’apres[14] nous avons

);gijej = )%Sikek

Et par définition du symbole de Kronecker ) g; jej =e;. O
J

De la propriété ci-dessus et la propriété il résulte que les bases ¢; et ¢’ ont des
propriétés analogues relativement au produit g obtenues en échangeant indices infé-
rieurs et supérieurs. On peut résumer les relations entre ces deux bases par les égalités
suivantes :

glelel)y = gV 7
ei = Zg”e,
7
g(eiaej) = glj

& = Zgijej

J

Définition 19 (Composantes contravariantes et covariantes d’un vecteur) Nous avons
défini les composantes contravariantes d’un vecteur x € E comme ses composantes
notées x' dans la base e; o x = Y x'e;. Les composantes covariantes de x sont ses

i

composantes notées x; dans la base des €' ot x =Y x;e'
i



Dans le cas particulier ol g(e;,e;) = §;;, ce qui est le cas connu sous le nom de
base orthonormée, la matrice représentant g est la matrice identité, la base e; et la base
¢’ sont identiques, les composantes contravariantes et covariantes sont identiques. La
distinction entre les deux types de coordonnées n’a pas lieu d’étre.

Des relations [/|nous déduisons des relations entre les deux types de coordonnées.

Propriété 20 Soit e; une base de E et é' la base contravariante de e; relativement au
produit scalaire g. Soit x € E vérifiant x =Y x'e; = ¥ x;e'. Nous avons
i i

X = g(e,x)

o o= Zgijxj
J

xi = glei,x)

Xi =

Zgijxj
J

Preuve : Puisque x = Y. x‘e;, on a g(e',x) = g(e',Y.x/e;). Par linéarité de g, on a
i J

g(ef,x) = ijg(ei, e;). D’apres la propriété , g(e',e;) = &'}, et par suite g(e', x) = x'.
J
Remplagons x par Y x;e/ dans g(e',x). On a g(e',x) = g(e', Y x;e’). Par linéarité
J J
g(e',x) =Y x;g(e',e’) et par suite x' = Y. g"x;.
- .

J
De facon analogue, en échangeant les indices hauts et bas, on obtient les deux
dernieres relations. a

Exemple 21 (Métrique de Minkowski) Soit E un espace vectoriel de dimension 4.
Soit M : E> — R un produit scalaire définie sur la base ei(o<i<a) par N(ei,e;) =0 si
i # j, parm(ei,e;) = 15i 1 <i<4etn(ep,e0) = —1. Ce produit est la bien connue
métrique de Minkowski. Dans cette métrique, d’apres|20) xo = Y Mo,x’ donc xo = nooxo
J
et par suite xo = —x°. De méme x; = Znijxj pouri=1,2,3. Et par suite pouri=1,2,3
J

onax;=x'.

Soit G la matrice représentant 1. On vérifie sans peine que GG = I, autrement dit
Iinverse de G est G, donc pour tous i, j, on a ;j = M. Cette matrice G est souvent
dénotée par diag(—1,4+1,+1,+1), la matrice dont seule la diagonale n’est pas nulle
et vaut de haut en bas, —1,4+1,+1,+1.

Attention : certains auteurs appellent métrique de Minkowski la métrique définie par
la matrice diag(+1,—1,—1,—1). Ce choix est arbitraire, mais il est important de le
préciser.

Nous regardons comment les coordonnées covariantes sont transformées dans les
changements de bases de la base e; vers la base €] et inversement.



Propriété 22 Soir E avec deux bases e; et ¢} telles que ¢, = Zkijej ete; = Z,uije’j. Soit
J j

x € E de composantes covariantes x; dans la base e; et de composantes covariantes X,
/ / T . — J+/
dans la base e;. Nous avons x; = Z?»,ij et x; = Zu,ij.
J J

Preuve : D’apres 20 x} = g(e},x). En remplacant ¢/ par ):lijej et en utilisant la li-
J

néarité de g, on obtient x; = Y. A,/g(e;,x). D’apres la propriété , il en résulte que
J
x; = Y A/x;. On prouve de fagon analogue que x; = Y, yi/x’J-. O
J

J

On observe, dans la propriété ci-dessus, que les composantes covariantes x;, dans
une base donnée ¢;, sont transformées comme le sont les vecteurs ¢; de la base cova-
riante. C’est I’origine du mot covariante, et par opposition, du mot contravariante.
Propriété 23 Soir E avec deux bases ¢; et é. telles que e, = Zkijej et ej = Z,u,-/e’j.

J J
Soit g : E* — R un produit scalaire. Soit ¢' la base contravariante de e; et ¢" la base
contravariante de €} relativement au produit scalaire g.
i il p i iLj
Nous avons ' = ):7\7 elete =Y pj'el.
J J

Preuve : Supposons ¢ =Y v,’e’/. On montre que v, = A;".

j
Soit x € E ot x = Y x'e; = Y. x"¢}. D’apres , gle',x) =x" et g(e",x) = x".
i i
Par linéarité de g, x' = g(e',x) = Y. v,'g(e”,x) =Y v;'x/ donc x' = Y v;'x".

J J J
D’apres la propriété e; = L vi/e;. Puisque par hypothese ¢; = L. A;/¢; et par uni-
j j

cité de la décomposition dans les bases, il en résulte que v;/ = A;' donc que ¢ =
YA,
J

Puisque la transformation des ¢’ en e’ est I'inverse de celles des ¢’ en €'/, et que les
i ; i 5 R S
u;j' sont les inverses des A;, il en résulte que ¢" = Yuj'el.
J

O

Nous avons vu, via la propriété 22} que, dans une transformation de la base e; vers
la base eg, les coordonnées covariantes d’un vecteur étaient transformées comme les
bases. En rapprochant la propriété ci-dessus de la propriété[/] on observera ci-dessous
que les coordonnées contravariantes d’un vecteur sont transformées comme la base
contravariante e' est transformée en la base contravariante e’

Propriété 24 Soir E avec deux bases e; et ¢, telles que ¢, = YAilejetei= Zyi/e}. Soit
J J

g un produit scalaire. Soit é' la base contravariante de e; relativement a g, et €' la base

contravariante de €, relativement a g. Soit x € E tel que x = x'e; = x"'¢}. Nous avons

ei _ Z}Ljielj e/i _ Zlujlej (8)
J J

=Y AN =Y ©)
J J

10



Preuve : La propriété 9 est un rappel de la propriété[7} La propriété [§] est un rappel de
la propriété 23] O

On observe que les quantités contravariantes ¢’ et x' sont transformées de la méme
manigre lors du changement de base de ¢; a e!.

1.3 Exemple de bases covariantes et contravariantes associées

Dans cet exemple, le produit scalaire de deux vecteurs x et y est noté, comme il est
usuel, par x-y. On montre les relations entre une base covariante et sa base contrava-
riante associée sur I’exemple de la figure ci-dessous.

Y

FIGURE 1 — Bases duales

Sur la figure, on voit les vecteurs eg et e; de norme 1 qui font entre eux un angle de
1/4. Avec le produit scalaire usuel, on a :
ep-eygp—er-ep — 1,60'6] —=ée1-ey)— \@/2
Avec les abréviations usuelles, et la Convention la matrice des g;; est :

= yae 7

La matrice inverse des g/ est

=[]

On rappelle que ¢; - el =9 ;- Donc e et e (respectivement e et ) sont orthogo-
naux, comme on peut le voir sur la figure.
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Par définition de la base duale, on a: €% = gooeo +g01el =2e9+ (—\fZ)el.
De méme e' = g'%q +g'le; = (—v/2)eg + 2e;.
Calculons la norme de ¢” qui est égale a celle de e!.
e = (2e9+ (—V2)er) - (2e0+ (—v/2)er)
-0 =4(ep-eq) +4(—V2)(eg-e1) +2(er-e1)
-l =44+4(—V2)(V2/2)+2=2
La norme de ¢ comme celle de e! est donc de 2. Sa longueur est /2.
Les coordonnées contravariantes de M dans la base ¢g,e; sont x%, x!.
Les coordonnées covariantes de M dans la base €°, e! sont x, x;. Puisque xg = x- ¢
et que le produit scalaire est le produit scalaire usuel de la géométrie élémentaire,
lorsque x = OM, x est la longueur de la projection de 0—1\>4 sur I’axe Ox, orienté suivant

eo, et x1 est la longueur de la projection de OM sur 1’axe Oy, orientée suivant e;.

2 Tenseurs

Dans cette section (E, g) est un espace vectoriel euclidien, autrement dit E est un
espace vectoriel et g : E> — R est un produit scalaire. C’est Lichnérowicz, dans [10]
qui a défini la notion d’espace vectoriel euclidien

Définition 25 (Tenseur) Un tenseur sur E est une application linéaire de EP dans R.
Le nombre p d’arguments du tenseur est appelé I’ordre du tenseur.

L’ensemble des tenseurs sur E d’ordre p est désigné par L(E? — K) ou la lettre L
souligne que les tenseurs sont linéaires en chacun de leurs p arguments.

Le produit scalaire g est un tenseur, car il est linéaire en chacun de ses deux argu-
ments. On voit qu’un tenseur est un objet mathématique trés simple, contrairement a ce
que I’on voit dans de trop nombreux livres et qu’il est défini indépendamment de toute
base de E. Autant qu’il est possible, nous présenterons les opérations sur les tenseurs
pour des ordres au plus égaux a 5, pour éviter des notations compliquées.

2.1 Produit tensoriel et espace vectoriel des tenseurs

Définition 26 (Produit tensoriel) Soient s : L(E?> — R) un tenseur & deux arguments
ett: L(E — R) un tenseur a un argument. Le produit de ces deux tenseurs noté s t
est un tenseur sur E a trois arguments défini par :

pour tout x,y,z2 € E, (s®1)(x,y,2) = s(x,y)t(z)

11 est évident que le produit de deux tenseurs, qui sont linéaires en chacun de leur
argument, est linéaire en chacun de ses arguments, donc est aussi un tenseur.

Propriété 27 Le produit tensoriel est associatif.

Preuve : Soient r: L(E?> — R),s : L(E — R),t : L(E® — R) trois tenseurs. Montrons
que r® (s®1t) = (r®s)®t. Soient u,v,w,x,y,z € E.

(re(s®1))(x,y,z,u,v,w) =r(x,y)(s®1)(z,u,v,w) (10)
= r(x,y)s(2)t(u,v,w) an
= (ros)(x,y,2)t(u,v,w) =((res)e:)(x,y,z,u,v,w) (12)
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Par suite r® (s ®@1) = (r®s) ®¢. Au détriment de notations plus lourdes, le lecteur peut
généraliser cette preuve au cas de tenseurs d’ordre quelconque. O

Définition 28 (Espace vectoriel de tenseurs de méme ordre) Soient s : L(E? — R)
ett: L(E*> — R) deux tenseurs d’ordre 2 et soit A € R. (s+1) est le tenseur défini
par pour tout x,y € E, (s+1)(x,y) = s(x,y) +1(x,y). As est le tenseur défini pas pour
tout x,y € E,(As)(x,y) = Ms(x,y)). 1l est évident que I’ensemble des tenseurs sur E
d’ordre 2, muni de ces deux opérations, est un espace vectoriel.

Propriété 29 (Linéarité du produit tensoriel) Le produit tensoriel est linéaire en cha-
cun de ses arguments.

Preuve : Pour éviter de compliquer la preuve, on fait la preuve pour le cas représentatif
des tenseurs d’ordre 2 et 3. Soit s un tenseur d’ordre 3 et 7, u deux tenseurs d’ordre 2.
Montrons que
s +u)=st+sQu (13)

Soient v,w, x,y,z € E cinq vecteurs. Par définition du produit tensoriel
(s@ (@ +u))(vw,x,y,2) = s(v,w,x) ( +u)(y,2)
Par définition de la somme de deux tenseurs du méme ordre
s(vw,x) (1 +u) (y,2) = s(v,w,2) (1 (3, 2) +5(1,2))
ou la somme est entre deux éléments de K. Puisque K est un corps, on a
s(v,w,x)(1(3,2) +5(,2)) = (s(rw, x)1(3,2)) + (s(v Wy x)u(y, 2)
Par définition de la somme et du produit tensoriel, nous avons
(s(raw )1 (7, 2)) + (s(vweX)u(3.2) = ((s@1) + (5@ u)) (v w,x,%.2)
Des égalités ci-dessus, il en résulte que pour tous v,w,x,y,z € E, on a
(s@ (1 4u))(mw,x,3,2) = ((s@1) + (s@u)) (v, w,x,,2)

Par suite s® (f +u) = sQ@t +sQu.
Avec une preuve analogue, on montre que

s@ (M) =A(s®1) (14)

ce qui termine de prouver, d’apres[I3]et[I4] que le produit tensoriel est linéaire a droite.
On prouve de méme que le produit tensoriel est linéaire a gauche. O
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2.2 Bases de I’ensemble des tenseurs de méme ordre

Nous allons voir comment définir des bases de 1’ensemble des tenseurs d’ordre 2
sur ’espace vectoriel E . Le lecteur pourra sans difficulté généraliser ce cas a un ordre
quelconque. Un vecteur de E n’est pas un tenseur mais on peut lui associer un tenseur
a un argument (autrement dit une forme linéaire) dépendant du produit scalaire g.

Définition 30 (Tenseur associé a un vecteur) Soit L(E — R) ’ensemble des appli-
cations linéaires de E dans R. Soit I : E — L(E — R) I’application définie pour tout
x,y € E parI(x)(y) = g(x,y). I(x) est tenseur a un argument associé a x, par le produit
scalaire g.

Théoréme 31 (Bases de I’espace vectoriel des tenseurs sur E d’ordre 2) Soit e;(g<;<y)
une base de E et ¢°<'<") sq base contravariante associée relativement au produit sca-
laire g. L’espace vectoriel des tenseurs d’ordre 2 est de dimension n*. Soitt : L(E*> — R)
un tenseur d’ordre 2. Cet espace vectoriel peut étre rapporté aux quatre bases suivantes
et t est exprimé ainsi dans ces bases ou implicitement 0 <i<n,0< j<n:

1. I(e;)®1(e;) est une base et dans cette base t = Y t(e',e/)(I(e;) ®1(e})) .

ij
2. I(e;) ®1(e’) est une base et dans cette base t = Y.t(e',e;)(I(e;) @1(e’)) .
i.j
3. I(e")®1(e’) est une base et dans cette base t = Zt(e,-,ej)(l(e") ®1(e))).
ij
4. I(e') ®1(e;) est une base et dans cette base t = Zt(ei,e-f)(l(ei) ®I(e;)) .
ij
Preuve : Nous ne faisons la preuve que dans le deuxieme cas, les autres cas étant
analogues. Nous montrons que la base I(e;) @ I(e/) engendre les tenseurs puis qu’elle
est libre.

Soit ¢ un tenseur. Soient x,y € E. Puisque, d’apres la propriété e' et e; sont
deux bases de E, il existe des coordonnées covariantes de x, x; et des coordonnées
contravariantes y' de y telles que x = x;e’ et y = y'e;.

Par linéarité du tenseur ¢,

1(x,y) = Yr(e ey’ (15)
l*.]
Par définition du produit tensoriel
(I(er) @1(e)))(x.y) = 1(e) (x)1(e)) (y) (16)
D’apreés la définition [30]de I’application /
I(e)(x)1(e))(y) = gleix)g(e’,y) (17)

D’apres la propriété [20] . .
g(eiax)g(ejay):xiyj (18)
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D’apres les propriétés[16] nous avons
(I(er) @1(e))) (x,y) = xiy’ (19)
Reportons cette égalité dans|15|il en résulte que

Zt e'ej)( ei) @1(e’))(x,y) (20)

Par définition de I’espace vectoriel des tenseurs on conclut que

z_Zz ée;)(I(e))@1(e’)) @21)

Par suite 1’ensemble des tenseurs I(e;) @ I(e/) engendre les tenseurs d’ordre 2.

Il reste a montrer que cet ensemble est libre. On montre que 1’unique combinaison
de ces tenseurs engendrant le tenseur nul est la combinaison nulle.

Soit A'; des éléments de K tels que

Zx (ei)@1(e!)) =0 (22)

Par définition du produit tensoriel, pour tous entiers i, j, k,/ nous avons

(I(er) @1(e”))(e",er) = I(ei) () I(e”) (er) (23)
Par définition de I’application /, nous avons
I(er)(€)1(e)(er) = glei,*)g(ese) (24)

De la relation @] entre une base variante et sa base contravariante pour g, et des
trois précédentes relations, il résulte que pour tous entiers i, j, &, /

(I(e;) @1(e))) (" er) = 88, (25)
Autrement dit la quantité a gauche de 1’égalité n’est pas nulle si et seulement si i = k

etj=1
D’apres[22] pour tous entiers k,/ on a

Z7~ (&) @1(e’))) (e ,e1) =0 (26)

Par définition de I’espace vectoriel des tenseurs, de 1’égalité précédente, on déduit
que pour tous entiers k,/, on a

Z)J (ei)@1(e?))(ek e;)) =0 27)

Puisque, ainsi que nous ’avons vu ci-dessus, la quantité (I(e;) @1(e/))(e*,e;) n’est
pas nulle si et seulement si i =k et j = [. Il résulte de 1’équation ci-dessus que pour tous
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entiers k,1, le coefficient A¥; est nul. Donc la seule combinaison des tenseurs /(e;) ®
I(e’), engendrant le tenseur nul, est la combinaison nulle.

Par suite I’ensemble des 1> tenseurs I(e;) ®I(e’) est une base de 1’espace vectoriel
des tenseurs d’ordre 2. o

1l est fréquent d’abréger t(e',e/) ent/, t(e',e;) ent';, t(e;,e;) entj, (e, el) enty.
On définit aussi les abréviations suivantes pour désigner les quatre bases ci-dessus :

1. I(e;) ®1(ej) est abrégé en m;;
2. I(e;) ®@1(e’) est abrégé en m;/
3. I(e') ®1(e’) est abrégé en '/
4. I(e')®1(e;) est abrégé en T’

sviati =Y i = Y = Vgl = ¥ g
Avec ces abréviations, nous avons : t = Y. 1Vm;; = Y 1' jm/ = Y 1;;mY =} 6/
iJj iJj iJj ij

Corollaire 32 Soit a'/ une suite quelconque de réels (o110 < i<net0< j<n). Soit

t =Y a’m;;. t est un tenseur d’ordre 2 sur E, c’est-a-dire un élément de L(E2 — R),
ij

qui vérifie pour tous i, j, t(¢',e/) = a'l.

Preuve : D’apres le théoréme les T;; sont une base de L(E? — R). Donc ¢, qui est
une combinaison linéaire des tenseurs de cette base, est un tenseur d’ordre 2. D’apres

ce théoreme, t = Zt(ei , e’ )T ;- Puisque les 7;; sont une base des tenseurs d’ordre 2, les
ij
coordonnées de # dans cette base sont uniques, donc ¢(e',e/) = a". o

Pour voir comme se généralise le théoreme [31]au cas d’un autre ordre, considérons
le cas des tenseurs d’ordre 3. Le lecteur qui aime les indices, les indices d’indices, voir
les indices d’indices d’indices pourra trouver le cas général chez [10].

Théoreme 33 (Bases de I’espace vectoriel des tenseurs d’ordre 3) Soif ¢;(o<;<,) une

base de E et ¢'OSI<") |q base contravariante relativement au produit scalaire g. L'es-
pace vectoriel des tenseurs d’ordre 3 est de dimension n®. Soit t : L(E®> — R) un
tenseur. Comme pour le cas de 'ordre 2, on utilise les huit abréviations suivantes
t(el el e) =1tk t(el el e) = tijk,t(ei,ej,ek) = tijk,t(ei,ej,ek) = tijk,t(ei,e-f,ek) =
t,-jk,t(e,-,ej,ek) = tijk,t(ei,ej,ek) = t,-jk,t(e,-,ej,ek) = ljjk-

Cet espace vectoriel peut étre rapporté aux huit bases suivantes et t est exprimé
ainsi dans ces bases oun implicitement 0 <i<n,0<j<n0<k<n

1. I(e;)®1I(e;j) ®1(ey) est une base. Abrégeons I(e;) @1(e;) @1(e) en m;jx. Dans
cette baset = Y, tijknijk .
i,jk
2. I(e;)®1(ej) @1(eX) est une base. Abrégeons I(e;) ®1(e;) ® (") en m;;*. Dans
cette baset = Y, tijknijk .
irjk
3. I(e;)@1(e)) @1 (ex) est une base. Abrégeons 1(e;) ®I(e/)@1(er) en m/y. Dans
cette base t = .Zkl‘ljkni]k )
ij,
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4. I(e;))®1(e) ®I(ek_) est une base. Abrégeons 1(e;) @1(e)) @1(ek) en mi*. Dans
cette baset = Y, t’jkn,-/k .
ijok
5. 1(e)@1(ej) ®1(ex) est une base. Abrégeons 1(e)@1(ej)@1(ex) en T jy. Dans
cette baset = Y, ti/"n’jk.
i,J.k
6. 1(e") ®1(e)) ®I(ek)'eszf une base. Abrégeons (') ®1(e;) @ 1(ek) en ' j*. Dans
cette baset = Y, t,-/kﬂ:’,-k.
i,J:k ‘
7. 1(e)@I(e!)21(e) est une base. Abrégeons 1(e")@1(e/) @ 1(ey) en Ty, Dans
cette base t = ¥, t;/*n'}.
irjk
8. I(e)@I(el)R1(eF) est une base. Abrégeons I(e)@1(e)) @ 1(ek) en w*. Dans
cette baset = Y t; jkn’/k.
ik
On ne fait pas la preuve de ce théoréme, car elle est totalement analogue a celle du
cas des tenseurs d’ordre 2. Il est fréquent d’abréger les coordonnées d’un tenseur, par
exemple la coordonnée f(e;, e/, e;) est abrégée en 1;/;. C’est d’ailleurs la raison pour
laquelle nous avons décidé de ne pas superposer un indice inférieur et supérieur. Dans
la suite, on utilise presque toujours ces abréviations.
Ci-dessous, on généralise a I’ordre 3 le corollaire 32}

Corollaire 34 Soit a'/;, une suite quelconque de réels . Soit t = ¥ a'm; jk. t est un
ijk

tenseur d’ordre 3 sur E, c’est-a-dire un élément de L(E®> — R), qui vérifie pour tous

i,j, t(e' el ex) =ay.

Remarque 35 Dans la majorité des livres parlant de calcul tensoriel, on confond ce
qu’est un tenseur et ce que sont ses composantes dans une base. Par exemple on parle
du tenseur t; qu’on dit abusivement une fois covariant et une fois contravariant au lieu
de dire qu’on parle des coordonnées t;/ d’un tenseur t dans la base I(e') @ 1(e;).

Dans la majorité des livres parlant de calcul tensoriel, on ne fait pas la distinction
entre le vecteur x € E et le tenseur a un argument I1(x) : L(E — R) qui lui est associé.
Cette confusion me semble regrettable.

Nous généralisons le théoreme [31]a des tenseurs avec un nombre quelconque d’ar-
guments. On ne fera pas la preuve de cette généralisation, car les arguments de la
preuve sont pour I’essentiel analogues, mais bien plus complexes, a ceux du théoreme
généralisé.

Théoreme 36 Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Soit g le produit
scalaire de cet espace. Soit ejo<;<y) une base de E et ¢ OSi<n) 14 base contravariante
relativement au produit scalaire g.
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Soit u une suite de 0 et de 1 de longueur p. Soit | une suite d’entiers i on 0 <i<n
de longueur p. Par récurrence sur p, on définit vfl un produit tensoriel des I(e;) et I(e').

Soit B, = {V, | I suite de p entiers entre 0 et n — 1(bornes comprises)}. B, est une
base de I’espace vectoriel L(EP — R) des tenseurs sur E a p arguments. La dimension
de cet espace est nP.

Par récurrence sur p, on définit clu une suite des éléments e; et €', la virgule servant
de séparateur entre les éléments de la suite.

cb =e
Cli =€
o= chc
Cut = s}

Soitt € L(EP? — R) un tenseur a p arguments.
On at=Yt(c\)V, oit les | sont des suites de p entiers entre O et n— 1 (bornes
l

comprises). Autrement dit t(cl) est la coordonnée de t sur le vecteur de base V..

2.3 Elévation et abaissement d’indice

0<i<n) sa

Soit E' un espace vectoriel, soit e;(o<;<,) une base covariante de E et ell
base contravariante relativement au produit scalaire g.

Soit ¢ un tenseur sur E d’ordre 2. Comme nous I’avons vu au paragraphe précédent,
il y a quatre bases des tenseurs d’ordre 2, la base des ©'/, celle des 7'}, celle des T/,
celle des ;;. Nous montrons comment transformer les coordonnées du tenseur entre

chacune de ces bases.

2.3.1 Elevation d’indice

Supposons connues les coordonnées ¢/ ;j du tenseur ¢ (sous-entendu dans la base
7;/). Nous voulons calculer les coordonnées ¢/ (sous-entendu dans la base T;;) de ce
tenseur. Cette transformation de coordonnées est appelée I’élévation de I’indice ;.

£

t(é',e’) par définition des abréviations

= (e, Z g’*e;) par définition de la base contravariante
k

= Zgjktik par linéarité de ¢ et définition des abréviations
k
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Il nous arrivera d’écrire 1"/ sous la forme #/(e/) lorsque, comme ci-dessus, nous
voulons mettre en évidence la transformation de 1’indice j.

Par deux élévations successives d’indices, on exprime les coordonnées "/ en fonc-
tion des coordonnées ¢;;.

=Y ¢/ par élévation de i
%

= Zgik ¢’ 1 par élévation de j
kl

2.3.2 Abaissement d’indice

Supposons connues les coordonnées / du tenseur 7. Nous voulons calculer les co-
ordonnées #'; de ce tenseur. Cette transformation est appelée 1’abaissement de 1’indice

J-

tij = ti(ej)l’indice J est une abréviation de e;
= ()¢ k") dapres la propriété [I8]
k

= Zgjkt"k par linéarité du tenseur
k

Ces transformations de coordonnées se généralisent a des tenseurs de tous ordres.
Soit maintenant ¢ un tenseur d’ordre 4, dont on suppose connues les coordonnées ¢’ ji;
dans la base 7;/X. Nous voulons élever I'indice k, autrement dit calculer les coordon-

nées t' jk ; en fonction des coordonnées connues.

i = 1)

i J(Z g"™e,,); par définition de la base contravariante
m

= ng'”ti jmi par lin€arit€ du tenseur

m

Exemple 37 (Tenseurs et métrique de Minkowski) Soit E un espace vectoriel de di-

mension 4, M : E> — R la métrique de Minkowski définie précédemment en Soit

t: E> = R un tenseur. On indique les relations entre t; et t'7 les coordonnées de t dans

les bases covariantes et contravariantes relatives a cette métrique. Par élévation des

indices i et j, on at'y = Y n*n/'ty;. Puisque N est nul lorsque i et j sont distincts, on
k

B

atl = T]iinjjtij. Puisque N® = —1 etsii#0alorsn =1, ona

— 1% =10
— sii, j#0alors tV =1t;;
— sii#0alors 1% = —t; et 10 = —t9

Appliquons cette transformation a la métrique M elle méme. Des égalités ci-dessus, on
déduitm' = n;; ce qu’on avait déja montré en
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2.4 Changement des bases des tenseurs quand change la base des
vecteurs

Soient ¢;(g<;<p) €t e’].( deux bases de E telles que

, .
€; Z?»,-]ej
J

Z.Uij elj
J

0<j<n

€i

Soit L la matrice représentant les A;/ et M la matrice représentant les y;/. On rap-
pelle que ces deux matrices sont les inverses 1’une de 1’autre. On rappelle que, d’apres
la propriété [24]

nooo_ i j
= T
J

e = Z?»j’e//
J

Attention : la matrice de passage de la base des ¢; vers la base des ¢}, n’est pas L mais
la transposée de L.

Soit ¢ : L(E? — R) un tenseur d’ordre 2. Soit #// les coordonnées de ¢ dans la base
m;j et 1"/ les coordonnées de ¢ dans la base ;. La notation de ces bases a été définie au

paragraphe On montre comment "/ s’exprime en fonction des ¥,

' = (e ¢/)par définition des abréviations
Nl _ ik IPAYH N T . . /i /j
t(e",e’) = I(Z,uk e ,Z,ul ¢')d’apres I’expression ci-dessus de ¢’'et e
k 1
t(Zykiek, Z,uljel) = Zykiyljt(ek, e!)par linéarité de ¢
k 1 ki
i = Z Wiy’ tklpar définition des abréviations

ki

1l suffit d’échanger A et u pour obtenir 1’expression de ¢/ en fonction des #'*! :
1= Z?»kikljt/kl.
Kl

Traduisons matriciellement ces propriétés. Soit T la matrice représentant les '/ et
T’ celle représentant les /.

Le fait que pour tous i, j, "/ = ¥y u;/t*! est traduit par T/ = (L~ )T T(L™1).
kl

Le fait que pour tous i, j, 1/ = ¥ 1A, /t’® est traduit par T = LT T'L.
i

La méme méthode nous permet d’obtenir pour 7 : L(E® — R) les coordonnées ¢ j*
(ol 1} abrege t(e”7e’]-,e’k)) en fonction des #/,,". En remplagant e/ par YAilejete"
j

par }_u;'e/, nous obtenons :
J
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tlijk = t(z.uliela ijmema Z:unken)
l m n

i k.l
Z :Llll}"jm/ln tn"

l,m,n

2.5 Contraction tensorielle

Nous présentons 1’opération de contraction sur des tenseurs d’ordre 3 puis 5, en
laissant au lecteur la tache de généraliser cette opération aux tenseurs de tout ordre.

Soit 7 : L(E® — K) un tenseur d’ordre 3 donné par ses coordonnées #;;* dans la base
7'/ On rappelle que E est rapporté a la base des e; et que la base des ¢’ est la base
contravariante associée a la base des e;. On rappelle que I : L(E — K) est défini, pour
x € E, par I(x)(y) = g(x,y), d’ou résulte que pour tous i, j, I(e;)(e/) = I(e')(e;) = &;.

Soit # un tenseur d’ordre 3 donné par ses coordonnées #; jk dans la base des T'/. On
rappelle que '/, = I(e') @I (e/) @ I(eg).

On peut contracter les coordonnées 7;;* en contractant deux des indices des coor-
données de variance opposée, soit i et k, soit j et k.

La contraction sur i et k des #;* donne les coordonnées u; = ¥.#;;'. Appelons u le

l

tenseur dont les coordonnées sont u; sur la base / (el).
La contraction de j et k des ¢; jk donne les coordonnées v; = ) ;;/. Appelons v le
J

tenseur dont les coordonnées sont v; sur la base I(e').
On montre que pour tout x € E, u(x) =Y t(e;,x,e').
i

D’aprés la définition de ¢ et des bases des tenseurs, t = ¥ #;/*1(e’) @ I(e) @ I (ey).
ijk
D’apres la définition des opérations sur les tenseurs, il en résulte que pour tout

X €E, t(er,x,el) = %{tijk(l(ei)(@l))(l(ej)(x))(l(ek)(el))-

Puisque 1(e')(e;) = 8 et I(ex)(e') = 8y, il en résulte que les seuls termes non nuls
de la somme sont ceux olt i = k = [, par suite ¢(e;, x,e!) = L1 (I(e/)(x)).
J

En changeant [ en i et par définition des opérations sur les tenseurs, nous avons

tei,x,e') = (%tijil(ej))(x))

En permutant les sommes, nous avons : Y t(e;, x,e’) = (LY t;;1(e/)) (x) = (L(Xt:/)1(e!)) (x).
i i ji
On rappelle que la coordonnée u; de u sur la base des / (e/) est Yt; ji . Par suite
i

Li(erx,e') = (gujl(ej))(X) = u(x).

Le lecteur, en suivant mon exemple, montrera que pour tout x € E, v(x) = Y. (x, e;, e').

La preuve ci-dessus peut sembler complexe, car elle fait un usage parfoisl implicite
des propriétés de linéarité des tenseurs et des propriétés des opérations sur le corps K.
Ceux qui utilisent la convention d’Einstein sur les sommes implicites cachent encore
plus cet usage implicite, que j’ai souhaité partiellement éviter.
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Nous terminons par les relations entre un tenseur d’ordre 5 et ses contractions. Soit
t le tenseur donné par ses coordonnés /%, sur la base usuelle. Notons qu’il y a six
contractions possibles, celles entre i et j, entre i et k, entre j et [, entre j et m, entre k
et /, entre k et m. Nous décrivons seulement la contraction entre j et /.

Soit u¥,, = ):tijk jm et soit u le tenseur ayant ces coordonnées. Nous disons que le
J

tenseur u est obtenu par la contraction entre j et / du tenseur ¢ de coordonnées #;/,,,,.
Nous avons pour tout x,y,z € E, u(x,y,z) = Y.#(x,€',y,e;,z). La contraction diminue de
i

2 I’ordre du tenseur qui est contracté.

2.6 Symétrie, antisymétrie

Soit t € L(E? — K) un tenseur d’ordre 2.
Le tenseur ¢ est symétrique si pour tous x,y € E, 1(x,y) = t(y,x).
Le tenseur ¢ est antisymétrique si pour tous x,y € E, 1(x,y) = —t(y,x).

Théoreme 38 Tout tenseur d’ordre 2 est la somme d’un tenseur symétrique et d’un
tenseur antisymétrique.

Preuve : Soit t € L(E> — K) un tenseur d’ordre 2. Soit s(x,y) = (t(x,y) +1(y,x))/2.
Soit a(x,y) = (¢(x,y) —t(y,x))/2. Il est évident que s est symétrique, que a est antisy-
métrique et que (x,y) = s(x,y) +a(x,y). 0

Ces notions de symétrie et d’antisymétrie peuvent s’étendre a un nombre quel-
conque d’arguments. Par exemple soit # € L(E*> — K) un tenseur d’ordre 3. Le ten-
seur ¢t symétrique dans son premier et troisiéme argument si pour tous x,y,z € E,

t(x,3,2) = t(z,,%).

2.7 Produit extérieur et produit vectoriel

Soit E un espace vectoriel de base e;(o<i<,) €t g E? — R un produit scalaire. Soit

x € E. A ce vecteur on associe le tenseur /(x) associé a x et défini par : pour y € E,
I(x)(y) = g(x,y)-

Définition 39 (Produit extérieur) Soient x,y € E. Le produit extérieur x X y est un
tenseur d’ordre 2, élément de L(E* — K), défini par x x y = I(x) @ I(y) — I(y) @ I (x)

De cette définition, il résulte que ce produit est antisymétrique, autrement dit vérifie
xxy=—(yxx).

Théoreme 40 Les tenseurs antisymétriques d’ordre 2 forment un sous-espace vecto-
riel de I’espace vectoriel L(E* — K) engendré par la base {e; x e; | i < j}, comportant
n(n—1)/2 élements.

Preuve : Soit t un tenseur antisymétrique d’ordre 2. Une base des tenseurs d’ordre 2 est
I(e;) ®1(e;). Puisque t est un tenseur d’ordre 2, nous avons t = Y t(e',e/)I(e;) @1(e;),
ij

0<i<n est la base contravariante, relativement 2 g, de la base €j(0<i<n)-

ou el
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Puisque ¢ est antisymétrique, les #(¢’, ¢') sont nuls, donc

I—Zt e e(e;) @1 (e; +Zt e eN(e)@1(e;)

i<j i>j
Puique ¢ est antisymétrique, #(e',e/) = —t(e/,e'), donc la somme ci-dessus se ré-
écrit
1=Y (e, e/ )(e) @1(ej) — Y 1 (e/,eN(e;) @1(e})
i<j i>]

En échangeant les deux indices liés de la deuxieme somme ci-dessus, on obtient

t:Zt(ei7ej) (ei)®1(e;) Zt e eN(e;)@1(e;)

i<j i<j

Puisque les deux sommes portent sur le méme domaine, on peut regrouper les deux
sommes en une seule avec

t_Zt ee)(I(e))@1(ej) —1(ej) @1(e;))

i<j

Par définition du produit extérieur,

t= Zt(ei,e/)(ei xej)

i<j

Par suite I’ensemble des e; x e; ol i < j engendre I’ensemble des tenseurs antisy-
métriques d’ordre 2.

Soit une combinaison linéaire des e; x e; ol i < j donnant le tenseur nul. C’est
une combinaison linéaire des I(e;) ® I(e;). Puisque les I(e;) @ I(e;) sont une base des
tenseurs d’ordre 2, cette combinaison linéaire a tous ses coefficients nuls. Donc ’en-
semble des e; X ej ol i < j, est un ensemble libre de tenseurs antisymétriques d’ordre
2.

Ainsi I’ensemble des e¢; X ej oli i < j, qui est libre et qui engendre les tenseurs anti-
symétrique d’ordre 2, est une base de cet ensemble de tenseurs. Cette base a clairement
n(n—1)/2 éléments.

O

Propriété 41 (Expression du produit extérieur) Soient x,y € E oitx =Y x'e; et
i
y =Y yle;. Nous avons
i

xxy=Y (X'y/ —x/y) (e x e))
i<j

Preuve : Par définition du produit extérieur

xxy =1y xe) 1Y y'ej) 1Y y'er) @I() we;)
i v J

J
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Par linéarité de I et les propriétés de la somme, on a

xxy =Y xyI(e)®1(e;) = Y yx'l(er) @1(e) = Y (x'y =y )(I(er) @1(e;))
iJj iJj i
Puisque x X y est un tenseur antisymétrique, comme dans la preuve de il en
résulte que
xxy=Y (Y —xy)(eixej)
i<j
O

Dans les textes frangais, le produit vectoriel de deux vecteurs x,y est noté x Ay.
Par contre dans les textes anglais, la méme notation est utilisée pour le produit vecto-
riel et le produit extérieur. Nous défendons ci-dessous les habitudes francaises tout en
montrant les relations entre ces deux produits.

Définition 42 (Produit vectoriel) Soit E un espace vectoriel, de base e, e;,es.
Soient x,y € E on x = xley +x2es +x3e3 ety = ylel +y262 —|—y3e3.
Le produit vectoriel de x et y est noté x \'y et est défini par

x/\y — (x2y3 fx3y2)e1 + (x3y1 —x1y3)62+ (x1y2 7x2y1)e3

Nous rappelons certaines des propriétés, faciles a prouver, de ce produit. I est li-
néaire dans chacun de ses deux arguments. Il est antisymétrique. Un calcul simple
montre que

egNey = e3
exNes = e
esNer = e

Par définition du produit vectoriel et les relations entre les vecteurs de la base, nous
avons

xAy =2y} =y (ea Aes) + (Py! —x'y)(es ner) + (x!y? —xPy!)(e1 Aex) (28)
D’apres I’expression du produit extérieur 1] nous avons

xxy =y =y (er x e2) + (x'y} =2y (er x e3) + (2’ —x’y?) (e2 x €3) (29)
A cause de I’antisymétrie du produit extérieur, cette égalité se réécrit

xxy =2y =y (e x e3) + (Fy' —x'y)(e3 x er) + (x'y? =’y (er x e2) (30)

Les égalités 28] et 30| donnent presque la méme définition de x Ay et de x x y, mais il ne
faut pas oublier que x Ay est un vecteur et x X y est un tenseur.

Soit J : E — L(E — K) ’application linéaire définie, sur la base de E par J(e;) =
er X e3, J(ex) = ez x ey, J(e3) = e; X ez, d’apres la déﬁnitiondu produit vectoriel
et I’expression [29]du produit extérieur, nous avons

J(xAy)=xXy
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Soit H : L(E — K) — E I’application linéaire inverse de J, autrement dit vérifiant
H(ex x e3) =e1,H(e3 X e1) = ez,H(e1 X e3) = e3. D’apres I"expression 29| du produit
extérieur, nous avons

H(xxy)=xAy

Informellement nous disons qu’en échangeant les vecteurs de la base ej, e, e3 res-
pectivement par les tenseurs e» X e3,e3 X e, e X ez, on échange le vecteur x Ay et le
tenseur x X y, qui ont les mémes coordonnées sur leur bases respectives.
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